Analyse de Fourier

10 décembre 2008

On rappelle la définition des coefficients de Fourier complexes.

Définition 1. Soit f une fonction de R — R intégrable. Soit T" > 0, et
on suppose [ T-périodique. Pour tout n € Z, c,(f) le coefficient de Fourier
d’ordre n est défini par
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ot I est un intervalle de longueur T, ie I = [a,a + T) pour un réel a.

On note aussi, parfois, f (n) le coefficient de Fourier d’ordre n.
Soit f la fonction de R dans R définie par f(z) = 1 sur U'intervalle (0, 7),
impaire, 2m-périodique. Alors
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D’ot ¢o(f) =0, et si n # 0 on obtient
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La série de Fourier de f est donc
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A priori, la série de Fourier d’une fonction n’a pas de raison d’étre définie
pour tout x, et si elle est bien définie, il se peut qu’elle ne converge pas vers
la fonction analysée, méme simplement. Cependant, la fonction f étant C!
par morceaux, le théoreme de Dirichlet donne

S(f)(@) = ~(f(@+0) - f(z - 0)

2
On a donc
1= f(g) = Z H_lylexp(ing)
n0 mm
2 . T
= ]é @+ r exp(i(2p + 1))
2 ; ™ 2 . T
- p;) TR exp(i(2p +1)3) — @i n exp(~i(2p +1)7)
- Z Z-(zpil)ﬁ[exp(i(zp + 1)%) — exp(—i(2p + 1)%)]
p=0
2 .. T
= 1;) m% sin((2p + 1)5)
I e e O
2t
d’ou

PP A
w1l 4

Par Bessel-Parseval, on a en outre
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Ceci permet de calculer la somme ), -, n—lg, en effet
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Soit, maintenant, f; définie par fi(z) = x pour x € [—1;1), 2-périodique.
co(f1) = % f_ll zdx = 0. Et pour n # 0, en intégrant par parties
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La série de Fourier associée a f; est donc
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On considere désormais la fonction fo définie par fo(z) = |z| pour = €
[—1;1), 2-périodique. On a lors
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sin # 0, il vient en intégrant par parties
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La série de Fourier associée a fy est alors
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Enfin, on considere, f3, 2-périodique, définie par
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On obtient alors co(f3) = 5 fo 2xdx = %, puis si n # 0 via une intégration
par parties
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Et la série de Fourier de f3
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On reprend la série de Fourier de f;
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On vérifie que f; est C! par morceaux, le théoreme de Dirichlet donne
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Le théoreme de Bessel-Parseval donne également
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Appliquons le théoreme de Bessel-Parseval & la fonction fo
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On peut alors calculer
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